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Kurzzusammenfassung

Lange Zeit war die analytis
he Bere
hnung magnetis
her Kreise ein wesentli
her Ar-

beitss
hritt bei der Auslegung elektris
her Mas
hinen. Physikalis
h basiert dieser auf

der Anwendung des Dur
h�utungsgesetzes in seiner Integralform. Berei
he mit inho-

mogenem Feldverlauf werden dur
h den Carters
hen Faktor abges
hätzt oder mittels

magnetis
her Streuleitwerte berü
ksi
htigt.

Dur
h die Verfügbarkeit preisgünstiger und leistungsfähiger Computer werden die

magnetis
hen Kreise elektris
her Mas
hinen heutzutage in der Regel dur
h die An-

wendung numeris
her Verfahren ausgelegt, beispielsweise mit der Finite-Elemente-

Methode (FEM). Die klassis
hen Bere
hnungsmethoden geraten zunehmend in Ver-

gessenheit � zu unre
ht, bietet do
h die Kombination analytis
her und numeris
her

Verfahren zahlrei
he Vorteile.

Mit diesem Ansatz können ni
ht nur elektris
h erregte Magnetkreise bere
hnet werden

sondern au
h permanentmagnetis
he. Die manuell re
ht aufwendige iterative Bestim-

mung des Arbeitspunkts kann verglei
hsweise einfa
h dur
h ein Computerprogramm

dur
hgeführt werden. Die analytis
he Bere
hnung stöÿt jedo
h an ihre Grenzen, so-

bald der zu untersu
hende Magnetkreis aus mehreren Mas
hen besteht, die über ni
ht-

lineare Elemente gekoppelt sind. Denno
h hat die klassis
he Magnetkreisbere
hnung

au
h heute no
h ihre Bere
htigung, beispielsweise für erste Abs
hätzungen einer neu-

en elektris
hen Mas
hine oder um eine Auslegung zu erhalten, die als Startgeometrie

einer numeris
hen Optimierung dient.
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1 Der Carters
he Faktor

Bild 1 zeigt das Bild des Magnetfelds einer genuteten Struktur, die einer glatten Ober�ä
he

gegenübersteht. Re
hts daneben ist der Verlauf der Normalkomponente der Flussdi
hte

(rot) im Luftspalt sowie die gemittelte Flussdi
hte (blau) dargestellt. Der Einbru
h unter

der Nut reduziert die gemittelte Luftspalt�ussdi
hte.
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Bild 1: Verlauf der Luftspalt�ussdi
hte unter einer genuteten Ober�ä
he. Links: Feldbild einer

entspre
henden Versu
hsanordnung. Die Erregerwi
klung liegt in den groÿen Nuten beidseitig des

Luftspalts. Re
hts: Normalkomponente der Flussdi
hte im Luftspalt unterhalb der Nuten.

F.W.Carter bere
hnete zu Beginn des 20. Jahrhunderts diese Feldverzerrung mittels kon-

former Abbildungen und leitete daraus einen Faktor ab, der, mit der geometris
hen Luft-

spaltweite δ multipliziert, den magnetis
h wirksamen (ideellen) Luftspalt δi ergibt [1℄. Die-

ser führt bei einer �ktiven glatten Ober�ä
he zur glei
hen mittleren Luftspalt�ussdi
hte,

wie die ursprüngli
he genutete Ober�ä
he mit dem geometris
hen Luftspalt. Der Umre
h-

nungsfaktor wird in der Literatur als Carters
her Faktor bezei
hnet. Er bere
hnet si
h aus

der geometris
hen Luftspaltweite δ, der Nuts
hlitzbreite bs und der Nutteilung τn.

Na
h diesem Prinzip kann sowohl der Ein�uss der einseitigen Nutung, nur im Rotor bzw.

Stator, als au
h der beidseitigen Nutung elektris
her Mas
hinen berü
ksi
htigt werden.

Au
h die Auswirkungen radialer Kühlkanäle oder axialer Polverkürzung bzw. -verlängerung

auf die mittlere Luftspalt�ussdi
hte können mit dem Carters
hen Faktor ermittelt werden.

Die Nuts
hlitzbreite wird in diesen Fällen dur
h die axiale Weite der Kühlkanäle bzw. den

Betrag der Di�erenz von Anker- und Polbreite ersetzt. Anstelle der Nutteilung wird der

axiale Abstand der Kühlkanäle bzw. die axiale Länge von Erregerpol oder Anker verwendet,

vgl. [2℄, Tafel 5.2. Der Carters
he Faktor, bzw. das Produkt der vers
hiedenen Faktoren,

wird mit dem geometris
hen Luftspalt multipliziert und ergibt so den magnetis
h wirksa-

men Luftspalt.
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Bei der Anwendung des Carters
hen Faktors ist jedo
h zu bea
hten, dass in den Lehrbü-


hern unters
hiedli
he De�nitionen verwendet werden. Ri
hter [3℄ bere
hnet ihn wie folgt:

kc =
τn

τn − γδ
mit γ ≈

(
bs

δ

)2

5 + bs

δ

für 1 <
bS

δ
< ∞ (1)

Nürnberg [4℄ gibt eine abwei
hende De�nition an. Im Gegensatz zu Ri
hter verwendet er

in seiner Formel die Nuts
hlitzbreite bs anstatt der geometris
hen Luftspaltweite δ:

kc =
τn

τn − ybs

mit y ≈

bs

5δ + bs

(2)

Diese De�nition �ndet si
h au
h bei Vogt [2℄, der die Hilfsfunktion, die Nürnberg y nennt,

mit dem Formelzei
hen γ bezei
hnet. Vogts Bezei
hnung entspri
ht somit der von Ri
hter

[3℄ gewählten, obwohl Vogts De�nition des Carters
hen Faktors von dieser abwei
ht.

Zwis
hen Ri
hter und Nürnberg di�erieren au
h die exakten Formeln der Funktion γ bzw.

y. Bei Ri
hter lautet diese:

γ =
4

π

[
bS

2δ
arctan bS/2δ − ln

√
1 + (bS/2δ)2

]
(3)

Nürnberg stellt die Formel um, indem er die Wurzelfunktion als Faktor

1

/2 aus dem Lo-

garithmus herauszieht. Der Grund für die Umformung dürfte die vereinfa
hte Bere
hnung

mit Re
hens
hieber und Logarithmentafel sein.

y =
2

π

[
arctan x −

ln (1 + x2)

2x

]
mit x =

bs

2δ
(4)

S
huisky [5℄ und Klamt [6℄ verwenden die De�nition na
h Ri
hter. Beide begnügen si
h

mit der Angabe eines Näherungswerts für die Funktion γ.

Die De�nition des Carterfaktors na
h Binder [7℄ entspri
ht der von Ri
hter gewählten:

kc =
τn

τn − ζ(h)δ
mit h =

bs

δ
(5)

ζ(h) =
2

π

(
h arctan h/2 − ln

[
1 + (h/2)2

])
≈

h2

h + 5
(6)

Wie Nürnberg zieht er die Wurzel, die unter dem Logarithmus steht, als Faktor

1/2 vor

diesen. Davon abgesehen entspri
ht Binders Funktion ζ(h) der Hilfsfunktion γ na
h Ri
hter.

Alle hier vorgestellten Formeln führen zum selben Ergebnis, solange jede De�nition des

Carters
hen Faktors kc auss
hlieÿli
h mit der zugehörigen Hilfsfunktion γ, y oder ζ(h)
verwendet wird, also nur die Glei
hungen (1) und (3) oder die Glei
hungen (2) und (4)

bzw. die Glei
hungen (5) und (6) miteinander kombiniert werden.
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2 Der magnetis
he Kreis leerlaufender Mas
hinen

2.1 Die elektris
h erregte Mas
hine

Die Na
hre
hnung des magnetis
hen Kreises einer elektris
hen Mas
hine erfolgt übli
her-

weise unter Anwendung des Dur
h�utungsgesetzes in seiner Integralform.

V◦ =

∮
H ds = Θ (7)

Die magnetis
he Umlaufspannung V◦, bzw. die Summe der magnetis
hen Spannungsabfälle

in einer ges
hlossenen Mas
he des magnetis
hen Kreises ist glei
h dem Ringintegral über

der magnetis
hen Feldstärke H , das glei
h der ums
hlossenen Dur
h�utung Θ ist.

Der magnetis
he Kreis wird in Teilabs
hnitte zerlegt, die den einzelnen konstruktiven Ele-

menten der elektris
hen Mas
hine entspre
hen. Der magnetis
he Spannungsabfall Vm längs

eines sol
hen Teilabs
hnitts mit der magnetis
h wirksamen Länge l beträgt:

Vm =

∫

l

H ds (8)

Übli
herweise wird der magnetis
he Spannungsabfall entlang der mittleren magnetis
hen

Feldlinie bere
hnet, die das Element dur
hdringt. Ist das Magnetfeld im betra
hteten Be-

rei
h homogen, so kann die Integration dur
h die Multiplikation mit der Weglänge l ersetzt
werden, wel
he die Feldlinie im betra
hteten Element zurü
klegt.

Magnetkreis_el.fig
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Bild 2: Magnetis
her

Kreis einer leerlaufen-

den elektris
h erregten

Syn
hronmas
hine.

Für die Bere
hnung einer elektris
h erregten Syn
hron- oder Glei
hstrommas
hine werden

die folgenden Baugruppen betra
htet, die in Bild 2 für eine Syn
hronmas
hine dargestellt

sind: Erreger- bzw. Rotorjo
h (j2), Pols
henkel bzw. Polkern (p2), Anker- bzw. Statorzähne
(z1), Anker- bzw. Statorjo
h (j1) und Luftspalt (δ). Pols
huhe und Zahnköpfe werden hier

aufgrund ihrer verglei
hsweise geringen wirksamen Länge für die Feldlinien verna
hlässigt.
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2.1.1 Luftspalt

Die analytis
he Bere
hnung der Polradspannung benötigt die Grundwellenamplitude B̂1

der Flussdi
hte B(x) im Luftspalt einer elektris
hen Mas
hine. Für die hier bes
hriebe-

ne Bestimmung des Arbeitspunkts eines magnetis
hen Kreises interessiert jedo
h die über

der Polbreite bp = αiτp gemittelte Flussdi
hte. Der Faktor αi bezei
hnet hier den ideellen

Polbede
kungsfaktor. Bei einer elektris
hen Mas
hine mit Re
hte
kpolen, d.h. mit konstan-

ter Luftspaltweite über den Pols
huhen, ergibt si
h in guter Näherung eine re
hte
kförmige

Verteilung der Flussdi
hte. Diese nimmt über den Pols
huhen den Wert Bmax an, wie in

Bild 3 skizziert.

Die Umre
hnung der re
hte
kförmigen Verteilung in eine sinusförmige Grundwelle mit der

Amplitude B̂1 erfordert streng genommen eine Fourieranalyse. In erster Näherung kann

jedo
h au
h der folgende, stark vereinfa
hte Ansatz gewählt werden: Die über eine Pol-

teilung gemittelte Flussdi
hte besitzt den Wert Bm = αiBmax . Dur
h Multiplikation mit

dem Faktor

π/2 erre
hnet si
h aus der re
hte
kförmigen Verteilung die Amplitude einer

�ä
henglei
hen sinusförmigen Verteilung identis
her Breite. Somit gilt in diesem Fall nä-

herungsweise für die Amplitude der Grundwelle:

B̂1 ≈

π

2
Bm =

π

2
αiBmax (9)

Ist der Luftspalt über den Pols
huhen ni
ht konstant, beispielsweise bei sogenannten Si-

nuspolen, muss für die Umre
hnung der entspre
hende Polformkoe�zient berü
ksi
htigt

werden [2, 8℄.

τp

B (x)

α τpi

0

dq q

δB1Bmax

Bm

x

B_delta.fig
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Bild 3: Umre
hnung der sinusförmi-

gen Luftspalt�ussdi
hte Bδ in eine �ä-


henglei
he re
hte
kförmige Verteilung

Bmax über einem Pols
huh.

Die Umre
hnung der Flussdi
hteverteilung kann heutzutage au
h verglei
hsweise einfa
h

numeris
h erfolgen. Die mittlere Flussdi
hte wird mittels numeris
her Integration bzw.

Summation bestimmt [9℄. Eine diskrete Fouriertransformation (DFT) [10℄ oder s
hnelle

Fouriertransformation (FFT) [9℄ liefert neben der Grundwellenamplitude au
h no
h wei-

tere Oberwellen, die für die Auslegung der Mas
hine von Interesse sind. Für die dafür

14. März 2017 5
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erforderli
he Bere
hnung der räumli
hen Verteilung der Flussdi
hte im Luftspalt, wird die-

ser in mehrere Flussröhren aufgeteilt, die dem Verlauf der Feldlinien folgen. Die Ober�ä
he

des Erregerpols
huhs und die �ktive glatte Ankerober�ä
he, die aus der Anwendung des

Carters
hen Faktors resultiert, werden als Äquipotential�ä
hen betra
htet. So kann die

Verteilung der Flussdi
hte punktweise ermittelt werden.

2.1.2 Bere
hnung des Magnetkreises

Um den magnetis
hen Kreis einer elektris
h erregten Mas
hine zu bere
hnen, wird meist

die gewüns
hte Flussdi
hte im Luftspalt vorgegeben und die dazu erforderli
he Dur
h-

�utung der Erregerwi
klung bestimmt. Hierzu wird der magnetis
he Spannungsabfall in

den einzelnen Baugruppen der Mas
hine entlang der mittleren Feldlinie ermittelt. Aus

Symmetriegründen genügt es, nur einen halben Umlauf zu betra
hten, von der Mitte des

Rotorjo
hs bis zur Mitte des Statorjo
hs. Die Bere
hnung des magnetis
hen Kreises erfolgt

in diesen S
hritten:

1. Das angenommene homogene Magnetfeld mit der Flussdi
hte Bmax im Luftspalt über

den Pols
huhen kann mit der ideellen Luftspalt�ä
he eines Pols Aδ,i = li αiτp in den

mittleren Luftspalt�uss Φδ umgere
hnet werden. Die ideelle (axiale) Luftspaltlänge

li berü
ksi
htigt die Aufweitung des Luftspalts im Stirnberei
h sowie eine mögli
he

Polverlängerung oder -verkürzung. Mit der wirksamen Luftspaltweite, die neben dem

Carters
hen Faktor au
h ggf. die Polform berü
ksi
htigt, kann nun der magnetis
he

Leitwert des Luftspalts ermittelt werden. Dieser erlaubt die Bere
hnung des mittleren

magnetis
hen Spannungsabfalls Vδ über dem Luftspalt aus dem zuvor bere
hneten

gemittelten Luftspalt�uss.

2. Unter Verna
hlässigung der Streuung dur
hquert der zuvor ermittelte Luftspalt�uss

Φδ einen Erregerpol und die Ankerzähne einer Polteilung τp. Die Jo
he in Stator und

Rotor werden jeweils vom halben Luftspalt�uss dur
hsetzt, da si
h dieser auf zwei

parallele Zweige aufteilt.

3. Über die e�ektiven Quers
hnitts�ä
hen A⊥, die senkre
ht zu den Feldlinien dur
h die

jeweiligen Bauteile verläuft, werden die zugehörigen magnetis
hen Flussdi
hten be-

stimmt. Bei Bauteilen, die entlang der Feldlinien keine konstante Quers
hnitts�ä
he

aufweisen, werden die Flussdi
hten B1, B2 und B3 an Anfang, Mitte und Ende des

Elements bestimmt.

4. Mit der Magnetisierungskurve H(B) des jeweiligen Bauteils wird die mittlere magne-

tis
he Feldstärke H über diesem Element bestimmt. Aus der magnetis
h wirksamen

Länge l des Bauteils kann nun die magnetis
he Spannung Vm = H l erre
hnet wer-
den, die über diesem abfällt. Ist der Quers
hnitt des Bauteils ni
ht konstant, das

Magnetfeld also inhomogen, so wird die mittlere Feldstärke dur
h Anwendung der
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Simpsons
hen Formel bzw. der Keplers
hen Fassregel abges
hätzt:

Vm =
1

6

(
H(B1) + 4H(B2) + H(B3)

)
(10)

5. Die Summe aller magnetis
hen Spannungsabfälle entlang der betra
hteten Feldlinie

ergibt die Dur
h�utung Θ der Erregerwi
klung, die erforderli
h ist um die angenom-

mene Flussdi
hte im Luftspalt zu erzeugen.

Soll die zu einer vorgegebenen Erregerdur
h�utung gehörende Luftspalt�ussdi
hte ermit-

telt werden, so muss die Bere
hnung des Arbeitspunkts iterativ erfolgen. Hierbei wird der

Luftspalt�uss na
h jeder Bere
hnung entspre
hend der Abwei
hung von erre
hneter und

vorhandener Dur
h�utung korrigiert. Als Startwert kann der Luftspalt�uss Φδ,0 = ΘΛδ an-

genommen werden, der si
h einstellen würde, wenn die Erregerdur
h�utung auss
hlieÿli
h

auf den Luftspalt wirken würde.

Ist die bere
hnete Dur
h�utungssumme gröÿer als die tatsä
hli
h vorhandene Erreger-

dur
h�utung, wird der Luftspalt�uss für die nä
hste Bere
hnung vermindert; ist sie kleiner,

wird er vergröÿert. Da es si
h hier um ein ni
htlineares System handelt, muss die Ände-

rung des Luftspalt�usses gedämpft erfolgen. Ansonsten kann si
h ein stabiler Grenzzyklus

ausbilden, der um den tatsä
hli
hen Arbeitspunkt s
hwingt und ni
ht konvergiert oder gar

divergiert.

Bere
hnungsvors
hrift und Anpassung des Luftspalt�usses werden solange wiederholt, bis

die Summe aller magnetis
hen Spannungsabfälle der vorhandenen Erregerdur
h�utung mit

hinrei
hender Genauigkeit entspri
ht. Diese Bere
hnung stellt eine (ni
htlineare) Nullstel-

lensu
he dar. Die Summe aus magnetis
hen Spannungsabfällen und Erregerdur
h�utung

ist im Arbeitspunkt des magnetis
hen Kreises Null. Das Vorgehen entspri
ht der Mas
hen-

stromanalyse eines elektris
hen Netzwerks, die hier jedo
h aufgrund der ni
htlinearen Ma-

gnetisierungskurve iterativ erfolgen muss. Für die Umsetzung in Software bietet si
h die

Anwendung numeris
her Verfahren zur Nullstellensu
he einer reellen Funktion an, wie bei-

spielsweise das Zeroin-Verfahren [9℄.

2.1.3 Zahn- und Jo
h-Entlastung

Die Abs
hnitte, die das magnetis
he Feld in den Luftwegen parallel zu Zahn und Jo
h

zurü
klegt, kann dur
h die Parallels
haltung eines konstanten magnetis
hen Leitwerts Λe

zu dem magnetis
hen Leitwert Λfe eines sol
hen Zahn- oder Jo
h-Elements berü
ksi
htigt

werden, wie in Bild 4 (links) dargestellt. Die entspre
henden Leitwerte können der Literatur

für die unters
hiedli
hen Nut-, Zahn- und Polgeometrien entnommen werden [3, 8, 11, 4, 5℄.

Diese wurden teilweise empiris
h ermittelt, beispielsweise dur
h maÿstäbli
he Na
hbildung

der jeweiligen Geometrie aus Widerstandspapier oder aus dünner Metallfolie [5℄. Diese Me-

thode ist sozusagen der Vorläufer unserer heutigen numeris
hen Bere
hnung magnetis
her

Felder.

14. März 2017 7
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Bild 4: Zahn- und Jo
hentlas-

tung: Berü
ksi
htigung der paralle-

len Luftwege dur
h S
herung der

Magnetisierungskurve.

Die Parallels
haltung von Elementen des magnetis
hen Kreises ist jedo
h bei Anwendung

der Mas
henanalyse ni
ht ohne weiteres mögli
h, sobald mindestens eines der parallel ge-

s
halteten Elemente eine ni
htlineare Magnetisierungskurve besitzt. Der magnetis
he Ma-

s
henstrom Φ teilt si
h entspre
hend der Leitwerte auf beide Elemente auf. Jedo
h hängt

diese Aufteilung dann aufgrund der ni
htlinearen Magnetisierungskurve vom Arbeitspunkt

dieses Elements ab.

Sinnvoller wäre dann die Vorgabe einer Potentialdi�erenz über die parallel ges
halteten

Elemente. Dieser Ansatz führt jedo
h zur Anwendung der Knotenpotentialanalyse, mit der

Konsequenz, dass die eine Glei
hung der Mas
henanalyse dur
h ein System (ni
htlinearer)

Glei
hungen ersetzt werden muss. Damit erhöht si
h der Aufwand für die Ermittlung des

Arbeitspunkts drastis
h.

Die klassis
he Bere
hnung arbeitet mit einem Ansatz, der in der Literatur als Zahn- bzw.

Jo
h-Entlastung bezei
hnet wird. In einem ersten S
hritt wird, wie zuvor bes
hrieben, aus

dem Fluss Φfe , der das Element dur
hsetzt und der wirksamen Quers
hnitts�ä
he Afe , die

mittlere Flussdi
hte ermittelt, die in diesem Element herrs
ht. Diese Flussdi
hte wird als

s
heinbare Flussdi
hte B′

fe bezei
hnet:

B′

fe =
Φfe

Afe

(11)

Ans
hlieÿend muss der magnetis
he Spannungsabfall Vfe über dem Element bestimmt wer-

den. Hierzu wird der Magnetisierungskurve die zur ermittelten s
heinbaren Flussdi
hte B′

fe

gehörende magnetis
he Feldstärke Hfe(B
′

fe) entnommen und mit der e�ektiven Länge lfe
des Elements multipliziert:

Vfe = Hfe lfe (12)

Dieser magnetis
he Spannungsabfall liegt au
h an dem parallel ges
halteten magnetis
hen

Leitwert Λe an und treibt den magnetis
hen Fluss Φe dur
h diesen:

Φe = VfeΛe (13)

Der zum Zahn oder Jo
hsegment parallel �ieÿende magnetis
he Fluss wird näherungsweise

dur
h die Verminderung der Flussdi
hte im betra
hteten Element berü
ksi
htigt. Es ergibt
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si
h somit die angenäherte Flussdi
hte Bfe in dem betra
hteten Element:

Bfe = B′

fe −
Φe

Afe

(14)

Für die Vereinfa
hung der manuellen Bere
hnung fasst die klassis
he Bere
hnung Parallel-

leitwert und Zahnquers
hnitt zum sogenannten Entlastungsfaktor zusammen und reduziert

die Anzahl der dur
hzuführenden Re
hens
hritte.

In Bild 4 (re
hts) ist ein weiter Ansatz dargestellt, der ni
ht auf einer Näherung basiert.

Aus der Magnetisierungskurve des ni
htlinearen Zahn- oder Jo
h-Elements und dem par-

allel ges
halteten konstanten Leitwert des Luftweges wird die resultierende Funktion Θ(Φ)
erzeugt, die den magnetis
hen Spannungsabfall über den beiden parallel ges
halteten Ele-

menten, bzw. den Dur
h�utungsbedarf in Abhängigkeit von dem dur
h die Parallels
hal-

tung �ieÿenden magnetis
hen Fluss darstellt.

Für die Ermittlung der Kennlinie werden der Magnetisierungskurve vers
hiedene Punkte

(Hi, Bi) entnommen. Die Feldstärke Hi wird mit der e�ektiven Länge lfe des Elements in

die magnetis
he Spannung Vm,i = Hi lfe umgere
hnet. Da diese au
h an dem parallel ge-

s
halteten Leitwert Λe anliegt, kann nun der Parallel�uss Φe,i = Λe Vm,i bere
hnet werden.

Aus der Flussdi
hte Bi wird mit der e�ektiven Quers
hnitts�ä
he Afe des Elements der ma-

gnetis
he Fluss Φfe = Bi Afe dur
h dieses ermittelt. Der Gesamt�uss Φi = Φfe,i +Φe,i dur
h

die Parallels
haltung ist somit die Summe der beiden Teil�üsse. Nun liegt der entspre
hen-

de Punkt (Φi, Vm,i) der gesu
hten Kurve fest. Dieses Vorgehen ist in Bild 5 dargestellt. Es

wird in der Literatur au
h als S
herung der Magnetisierungskurve bezei
hnet.

X’6X’3 X’4 X’5X’2X’1

X5∆

X3∆
X2∆

X4∆

X6∆

X4∆

X5∆

X6∆

X3∆
X2∆

X1∆
X’0Y0

Y3
Y2
Y1

Y6

Y5

Y4

y

x

Sp
lin

eS
ch

er
un

g.
fi

g

Bild 5: Die Umkehrfunktion H(B) ei-
ner Magnetisierungskurve (dünne hell-

grüne Linie) wird mit der blauen Ar-

beitsgeraden des konstanten magne-

tis
hen Leitwerts des parallelen Luft-

wegs ges
hert. Es ergibt si
h die rote

Kurve.
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Ist die Magnetisierungskurve des betra
hteten wei
hmagnetis
hen Werksto�s als H(B)-
Kurve in Form kubis
her Splines hinterlegt, kann die benötigte Θ(Φ)-Kennlinie sehr einfa
h
dur
h Vers
hiebung und Skalierung der x-Koordinaten und dur
h eine Skalierung der y-

Koordinaten der Stützstellen erzeugt werden. Hierbei ist jedo
h zu bea
hten, dass die

restli
hen drei Koe�zienten-Sätze der kubis
hen Splinepolynome ebenfalls transformiert

werden müssen. Dazu werden die Koe�zienten mit zwei Korrekturfaktoren multipliziert.

Der erste Faktor kompensiert die Dehnung bzw. Stau
hung der Intervalle auf der x-A
hse

sowie die Skalierung der x-Koordinaten. Dieser Faktor muss entspre
hend der Ordnung

des jeweiligen Koe�zienten potenziert werden. Die Skalierung der y-Koordinaten erfolgt

dur
h Multiplikation der Koe�zienten mit dem entspre
henden Faktor. Dieser wird ni
ht

potenziert.

2.2 Die permanentmagnetis
h erregte Mas
hine

Magnetkreis_pm.fig
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Bild 6: Magnetis
her

Kreis einer leerlaufen-

den permanentmagne-

tis
h erregten Mas
hi-

ne.

Der magnetis
he Kreis einer permanentmagnetis
h erregten Mas
hine kann auf die selbe

Art und Weise bere
hnet werden wie der einer elektris
h erregten Mas
hine. Hierzu wird

der Permanentmagnet dur
h den magnetis
h wirksamen Luftspalt δpm und die elektris
he

Ersatzdur
h�utung Θpm ersetzt, wie in [12℄ erläutert. Mit der Remanenz�ussdi
hte Br,

der relativen Permeabilität µpm und der geometris
hen Höhe hpm des Permanentmagnets

ergibt si
h für einen Ober�ä
henmagnet:

δpm =
hpm

µpm

(15)

Θpm = Br

hpm

µ0µpm

(16)

Für die Bere
hnung ist zu bea
hten, dass die magnetis
h wirksame Polbreite eines Ober-

�ä
henmagnets bei der hier vorgestellten Bere
hnungsmethode aufgrund der Streuung an
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den Polkanten geringer ist als dessen geometris
he Breite. Bei der Verwendung einzelner

Permanentmagnet-Segmente kann eine Reduzierung der Polbreite um die halbe Magnethö-

he als erster Anhaltspunkt angesetzt werden. Bei radial mehrpolig magnetisierten Ringen

liegt die Verminderung der Polbreite in der Gröÿenordnung der Wandstärke des Rings.

Mit der magnetis
h wirksamen Polbreite bpm kann nun der ideelle Polbede
kungsfaktor

αi = bpm/τp bestimmt werden. Die weiteren Bere
hnungss
hritte des magnetis
hen Krei-

ses entspre
hen nun denen der elektris
h erregten Mas
hine. Jedo
h muss die Bere
hnung

iterativ erfolgen, indem der angenommene magnetis
he Fluss in der betra
hteten Mas
he

variiert wird. Im Arbeitspunkt ist die Summe der magnetis
hen Spannungsabfälle über

Luftspalt, Zähnen, Rotor-, Statorjo
h und dem Permanentmagnet glei
h der Ersatzdur
h-

�utung des Permanentmagnets.

Ist der magnetis
he Fluss im Arbeitspunkt bestimmt, kann aus diesem die Flussdi
hte im

Luftspalt bestimmt werden und daraus, wie bei der elektris
h erregten Syn
hronmas
hine,

die Grundwellenamplitude, die für die Bere
hnung der Polradspannung benötigt wird.

2.3 Die Mas
hine mit vergrabenen Magneten

Die Bere
hnung des magnetis
hen Kreises einer permanentmagnetis
h erregten Mas
hine,

deren Magnete in Tas
hen im Rotorjo
h angeordnet sind, sog. vergrabene Magnete, ähnelt

der Vorgehensweise bei der Mas
hine mit Ober�ä
henmagneten. Der magnetis
he Fluss

Φpm , der einen der Dauermagnete dur
hdringt, wird vorgegeben und iterativ dem Arbeits-

punkt angenähert. Für die Ermittlung des Luftspalt�usses muss jedo
h der magnetis
he

Streu�uss Φs ermittelt werden, der über die Streustege �ieÿt, wel
he die Pols
huhe ver-

binden. Der zu ermittelnde Streu�uss überquert den Luftspalt ni
ht und hat somit keinen

Ein�uss auf die Polradspannung der Mas
hine. Als Pols
huh wird hier der Teil des Rotor-

jo
hs bezei
hnet, der si
h zwis
hen Magnet und Luftspalt be�ndet. Der Pols
huh bildet

gemeinsam mit dem Rotorjo
h und den beiden Streustegen die Tas
he, in wel
her der

Magnet angeordnet ist.

Für die Bere
hnung wird die mittlere Weite der Feldlinien ws in einem Streusteg, die ei-

nem Magnet zugeordnet werden kann und die mittlere Quers
hnitts�ä
he As des Stegs

abges
hätzt. Der Ein�uss der radial verlaufenden Stege, wel
he die Streustege mit dem

Rotorjo
h verbinden, kann im Leerlauf verna
hlässigt werden, da si
h diese radial angeord-

neten Stege in der Symmetriea
hse des magnetis
hen Kreises zwis
hen zwei bena
hbarten

Polen be�nden und die somit auf einer Äquipotentiallinie liegen.

Die Ober�ä
hen von Rotorjo
h und Pols
huhen, an wel
he die Magnete angrenzen, kön-

nen als Äquipotential�ä
hen angesehen werden. Diese Berei
he sind übli
herweise ni
ht

gesättigt, da die Remanenz�ussdi
hte der Magnetwerksto�e in der Regel unter der Sätti-

gungs�ussdi
hte von Elektroble
h liegt. Somit liegt über den Streustegen in guter Näherung

die selbe magnetis
he Spannung Vpm , wie über dem Magnet. Diese bere
hnet si
h aus der

Di�erenz der Ersatzdur
h�utung des Magnets Θpm und dem magnetis
hen Spannungsabfall

14. März 2017 11
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Magnetkreis_pm_vergr_Magnete.fig
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Bild 7: Magnetis
her

Kreis einer leerlaufen-

den permanentmagne-

tis
h erregten Mas
hi-

ne mit vergrabenen Ma-

gneten.

über dem Ersatzleitwert Λpm des Magnets:

Vpm = Θpm −
Φpm

Λpm

mit (17)

Θpm = Br
hpm

µ0µpm

und (18)

Λpm = µ0µpm
Apm

hpm

(19)

Über die für einen Pol wirksame magnetis
he Weite ws eines Streustegs und der an ihm

anliegenden magnetis
hen Spannung Vpm kann die magnetis
he Feldstärke Hs über dem

Streusteg bere
hnet werden:

Hs =
Vpm

ws

(20)

Aus der Magnetisierungskurve des verwendeten Elektroble
hs wird nun die zugehörige

mittlere Flussdi
hte Bs im Streusteg ermittelt, mit wel
her der magnetis
he Streu�uss Φs

dur
h Multiplikation mit der mittleren Quers
hnitts�ä
he As des Stegs bere
hnet werden

kann:

Φs = BsAs (21)

Der Luftspalt�uss Φδ ist nun der Fluss dur
h den Magnet Φpm , abzügli
h der Streu�üsse

Φs dur
h die beiden Stege, die den Pols
huh über dem betra
hteten Magnet �xieren:

Φδ = Φpm − 2Φs (22)

Die weitere Bere
hnung des magnetis
hen Kreises entspri
ht nun der Bere
hnung einer

elektris
h erregten Mas
hine, wie in Abs
hnitt 2.1 bespro
hen.

12 14. März 2017



3 Ankerrü
kwirkung www.dr-bos
h.
om

2.4 Ersatzs
haltbild einer Syn
hron- oder EC-Mas
hine

Ist die Flussdi
hte im Luftspalt einer Syn
hron- oder EC-Mas
hine bzw. eines BLDC-

Motors bekannt, kann die Polradspannung der Mas
hine bere
hnet werden. Für diese so-

wie für die Bere
hnung der Induktivitäten und Wi
klungswiderstände stellt die klassis
he

Bere
hnung elektris
her Mas
hinen geeignete Formeln bereit. Somit können nun sämtli
he

Elemente des Ersatzs
haltbilds der Syn
hron- bzw. BLDC-oder EC-Mas
hine gemäÿ Bild 8

bestimmt werden.

PU

Xh

iU

X1,σ

1U

1I R1

SM_ESB_lin.fig

~
Bild 8: Ersatzs
haltbild der ungesättigten per-

manentmagnetis
h erregten Syn
hronmas
hine.

Dieses Ersatzs
haltbild gilt jedo
h nur für ungesättigte Mas
hinen, da die Spannung Ui,

wel
he der Luftspalt�uss in der Statorwi
klung induziert, in zwei �ktive und s
heinbar

unabhängige Spannungen aufgeteilt wird: die Polradspannung Up, die auss
hlieÿli
h vom

Erregerfeld in der Ankerwi
klung induziert wird und die Ankerrü
kwirkung Xh I1. Bei einer

gesättigten Mas
hine kann das Luftspaltfeld in der Mas
hine aufgrund der ni
htlinearen

Magnetisierungskurve ni
ht als Überlagerung zweier unabhängiger Teilfelder betra
htet

werden. Der Überlagerungssatz gilt in diesem Fall ni
ht!

3 Ankerrü
kwirkung � der magnetis
he Kreis belasteter

elektris
her Mas
hinen

Für die Bere
hnung des magnetis
hen Kreises einer belasteten elektris
hen Mas
hine wird

die Ankerdur
h�utung vektoriell in zwei Komponenten zerlegt. Die A
hsen dieser Zerlegung

werden dur
h die Lage des Erregersystems zum Anker im betra
hteten Zeitpunkt vorge-

geben. Die Längsa
hse des Erregers, in wel
her die Erregerdur
h�utung wirkt, wird als

d-A
hse (engl.: dire
t axis) bezei
hnet. Die dazu (elektris
h) senkre
ht stehende Quera
hse

ist die q-A
hse (engl.: quadrature axis).

Diese Aufteilung auf zwei magnetis
h unabhängige A
hsen und die daraus resultierende

Zerlegung des magnetis
hen Kreises in zwei unabhängige Mas
hen, ist im genuteten Anker

zulässig, wenn dieser über eine ausrei
hend groÿe Anzahl von Zähnen verfügt und der

magnetis
he Kreis der Mas
hine ungesättigt ist. Prinzipiell würden zwei Zähne pro Pol für

eine sol
he Zerlegung ausrei
hen. Da si
h jedo
h d- oder q-A
hse au
h zeitweise unter einer

Nut be�nden können, so dass die in dieser A
hse wirkende Dur
h�utung auf die beiden,

die Nut �ankierenden Zähne aufgeteilt wird, sollten mindestens drei Zähne pro Polteilung

vorhanden sein.
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3.1 Magnetis
h symmetris
he Mas
hinen

Der magnetis
he Kreis einer belasteten elektris
hen Mas
hine mit magnetis
h sym-

metris
hem Aufbau, wie Vollpol-Syn
hronmas
hinen oder permanentmagnetis
h erregte

Syn
hron- bzw. EC- oder BLDC-Mas
hinen mit Ober�ä
henmagneten, kann no
h ver-

glei
hsweise einfa
h bere
hnet werden. Bild 9 zeigt den magnetis
hen Kreis einer entspre-


henden Mas
hine.

Ankerrueckwirkung_sym.fig
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Bild 9: Der magneti-

s
her Kreis einer belas-

teten elektris
hen Ma-

s
hine mit Ober�ä
hen-

magneten.

Es ergeben si
h zwei Mas
hen, eine in der d-A
hse und die zweite in der q-A
hse der

Mas
hine. Diese sind über die Jo
he von Stator und Rotor miteinander gekoppelt. Nur wenn

diese Jo
habs
hnitte magnetis
h ungesättigt sind, können die beiden Mas
hen unabhängig

voneinander betra
htet werden.

In der Literatur erfolgt die analytis
he Bere
hnung des magnetis
hen Kreises einer be-

lasteten elektris
hen Mas
hine oftmals über die sog. Übertrittskennlinie. Diese fasst den

magnetis
h wirksamen Luftspalt und die Eisenwege zu einer ges
herten Magnetisierungs-

kurve zusammen und stellt so den Zusammenhang zwis
hen der Ankerdur
h�utung in d-

und q-A
hse, Erregerdur
h�utung und Luftspalt�uss bzw. Luftspalt�ussdi
hte her.

3.2 Magnetis
h unsymmetris
he Mas
hinen

Elektris
he Mas
hinen mit magnetis
h unsymmetris
hem Aufbau, der sogenannten mag-

netis
hen Eina
hsigkeit, weisen unters
hiedli
he magnetis
he Leitwerte in d- und q-A
hse

der Mas
hine auf. In Anlehnung an die S
henkelpol-Syn
hronmas
hine wird diese Eigen-

s
haft au
h als S
henkligkeit bezei
hnet. Au
h Mas
hinen mit vergrabenen Magneten sind

magnetis
h unsymmetris
h und zeigen das Verhalten einer S
henkelpolmas
hine.
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Bei einer sol
hen Mas
hine ist eine getrennte Betra
htung von d- und q-A
hse aufgrund

der unters
hiedli
hen magnetis
h wirksamen Luftspalte notwendig. Bild 10 zeigt den ma-

gnetis
hen Kreis einer entspre
henden EC-Mas
hine mit vergrabenen Magneten. Hier sind

d- und q-Mas
he über Ankerjo
h und Erregerpols
huh miteinander gekoppelt.

Ankerrueckwirkung_vergr_Mag.fig
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Bild 10: Der magne-

tis
he Kreis einer be-

lasteten elektris
hen Ma-

s
hine mit Ober�ä
hen-

magneten. Aus Grün-

den der Darstellung wur-

den die Pols
huhe in

drei konzentrierte Ele-

mente Λp2 zerlegt. Die-

se Elemente sind jedo
h

ni
ht unabhängig von-

einander, da sie die selbe

Permeabilität µr aufwei-

sen.

Da die Pols
huhe in der q-A
hse meist aus konstruktiven Gründen eine geringere Quer-

s
hnitts�ä
he aufweisen als in der d-A
hse, können diese dur
h das Ankerquerfeld, bzw.

dur
h die Ankerdur
h�utung in der Quera
hse gesättigt werden. Diese Sättigung beein�usst

dann au
h das Erregerfeld, bzw. sorgt sie für einen erhöhten magnetis
hen Spannungsabfall

in der d-A
hse, so dass weniger Dur
h�utung für die Magnetisierung des Luftspalts zur Ver-

fügung steht. Darüber hinaus kann eine Entsättigung der Streustege zwis
hen Pols
huh und

Rotorjo
h erfolgen, wel
he zu einer verzerrten räumli
hen Verteilung der Erregerdur
h�u-

tung im Luftspalt führen kann. Können diese E�ekte bei der Bere
hnung des magnetis
hen

Kreises ni
ht mehr verna
hlässigt werden, steigt der Aufwand der analytis
hen Re
hnung

erhebli
h.

4 Grenzen der analytis
hen Magnetkreisbere
hnung

Die analytis
he Bere
hnung eines magnetis
hen Kreises ermögli
ht es, den mittleren Dur
h-

�utungsbedarf der einzelnen Abs
hnitte des magnetis
hen Kreises einer elektris
hen Ma-

s
hine, wie Zähne und Jo
he s
hnell und verglei
hsweise einfa
h zu ermitteln. Eine lokale

Sättigung, beispielsweise in den Zahnköpfen, kann jedo
h auf diesem Wege ni
ht direkt

erkannt werden.

Die analytis
he Bere
hnung erfolgt in der Regel nur in einer Dimension. Es wird ledigli
h

eine einzige Mas
he des magnetis
hen Kreises betra
htet oder zwei entkoppelte und damit
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unabhängige Mas
hen in d- und q-A
hse. So wird der Bere
hnungsaufwand in einem ver-

tretbaren Rahmen gehalten. Die Betra
htung von Mas
hen, die über gesättigte Elemente

gekoppelt sind, ist bei diesem Vorgehen mit gröÿeren Fehlern behaftet.

E�ekte wie das Nutrasten sind grundsätzli
h nur sehr s
hwer zu bere
hnen, da bereits

geringe Änderungen der magnetis
hen Energie im Luftspalt zu groÿen Änderungen des

Drehmoments führen. Insbesondere haben au
h lokale Sättigungse�ekte, die hier verna
h-

lässigt wurden, groÿen Ein�uss auf das Rastmoment. Diese können in der analytis
hen

Re
hnung nur mit groÿem Aufwand behandelt werden.

Die Zerlegung der Ankerdur
h�utung in unabhängige Dur
h�utungen längs der d- und q-

A
hse ist nur dann sinnvoll mögli
h, wenn die Mas
hine eine ausrei
hend hohe Anzahl von

Zähnen pro Pol besitzt und die konstruktiven Elemente wie Jo
he und Pols
huhe, wel
he

die beiden A
hsen miteinander koppeln, ungesättigt sind. Bei der übli
hen Ausführung von

Rotoren mit vergrabenen Magneten werden die Pols
huhe häu�g dur
h das Ankerquerfeld

gesättigt, so dass si
h d- und q-A
hse gegenseitig beein�ussen.

5 Fazit und Ausbli
k

Die analytis
he Bere
hnung magnetis
her Kreise ermögli
ht eine s
hnelle und verglei
hs-

weise einfa
he Optimierung des magnetis
hen Kreises einer elektris
hen Mas
hine. Diese

Re
hnung kann als guter Ausgangswert für die numeris
he Optimierung oder detaillierte

Na
hre
hnung einer belasteten Mas
hine verwendet werden.

Au
h dreidimensionale E�ekte, wie beispielsweise Wi
kelkopfstreuung, Polverlängerung

bzw. -verkürzung im Stirnberei
h einer elektris
hen Mas
hine oder Klauenpolgeometrien,

können in der analytis
hen Re
hnung verglei
hsweise einfa
h berü
ksi
htigt werden. Bei

einer zweidimensionalen numeris
hen Feldbere
hnung rufen sol
he E�ekte einen groÿen

zusätzli
hen Aufwand hervor oder erzwingen gar eine dreidimensionale Re
hnung mit ent-

spre
hend hohen Anforderungen an Modellierung und Re
henleistung.

Dur
h die Kombination von analytis
her und numeris
her Re
hnung kann der Zeitbedarf

für die Optimierung einer elektris
hen Mas
hine deutli
h reduziert werden. Erfolgt eine

erste Optimierung der auszulegenden Mas
hine bereits auf Basis der analytis
hen Re
h-

nung, kann die ans
hlieÿende numeris
he Re
hnung mit höherer Genauigkeit erfolgen. Es

sind nur no
h verglei
hsweise wenige Iterationen erforderli
h, da der Startwert der nume-

ris
hen Re
hnung bereits re
ht nah am Optimum liegt. So sinkt au
h die Gefahr, dass die

numeris
he Optimierung in einem lokalen Extremum konvergiert, anstatt das gewüns
hte

globale Optimum zu �nden.

Der Einsatz numeris
her Methoden kann die Anwendung der analytis
hen Re
hnung ver-

einfa
hen und verbessern. So lässt si
h beispielsweise die aufwändige Iteration dur
h ei-

ne ni
htlineare Nullstellensu
he ersetzen. Die Magnetisierungskurven können dur
h eine
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Spline-Interpolation dargestellt werden, so dass keine Sprünge in Funktionswert und Stei-

gung (Permeabilität) entstehen, wel
he zu Problemen bei der numeris
hen Nullstellensu
he

führen können. Permanentmagnet und Luftspalt können in mehrere parallele magnetis
he

Abs
hnittsleitwerte zerlegt werden, so dass au
h die räumli
he Verteilung der Flussdi
hte

im Luftspalt ermittelt werden kann. Dur
h Anwendung numeris
her Verfahren, wie In-

tegration und diskrete Fouriertransformation, können ans
hlieÿend gemittelte Flussdi
hte

und Grundwellenamplitude s
hnell und präzise ermittelt werden. Die Kopplung von d- und

q-A
hse über Elemente mit ni
htlinearer Magnetisierungskurve kann dur
h den Übergang

auf ein Reluktanznetzwerk berü
ksi
htigt werden.

Au
h über hundert Jahre na
hdem die Grundlagen der analytis
hen Bere
hnung elektri-

s
her Mas
hinen ges
ha�en wurden, kann diese au
h heute no
h sinnvoll und nutzbrin-

gend eingesetzt werden. Sie ersetzt die aktuellen Methoden der numeris
hen Bere
hnung

magnetis
her Felder ni
ht, sondern ergänzt diese um eine s
hnelle Abs
hätzung bzw. Vor-

Optimierung.
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