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Kurzzusammenfassung

Lange Zeit war die analytishe Berehnung magnetisher Kreise ein wesentliher Ar-

beitsshritt bei der Auslegung elektrisher Mashinen. Physikalish basiert dieser auf

der Anwendung des Durh�utungsgesetzes in seiner Integralform. Bereihe mit inho-

mogenem Feldverlauf werden durh den Cartershen Faktor abgeshätzt oder mittels

magnetisher Streuleitwerte berüksihtigt.

Durh die Verfügbarkeit preisgünstiger und leistungsfähiger Computer werden die

magnetishen Kreise elektrisher Mashinen heutzutage in der Regel durh die An-

wendung numerisher Verfahren ausgelegt, beispielsweise mit der Finite-Elemente-

Methode (FEM). Die klassishen Berehnungsmethoden geraten zunehmend in Ver-

gessenheit � zu unreht, bietet doh die Kombination analytisher und numerisher

Verfahren zahlreihe Vorteile.

Mit diesem Ansatz können niht nur elektrish erregte Magnetkreise berehnet werden

sondern auh permanentmagnetishe. Die manuell reht aufwendige iterative Bestim-

mung des Arbeitspunkts kann vergleihsweise einfah durh ein Computerprogramm

durhgeführt werden. Die analytishe Berehnung stöÿt jedoh an ihre Grenzen, so-

bald der zu untersuhende Magnetkreis aus mehreren Mashen besteht, die über niht-

lineare Elemente gekoppelt sind. Dennoh hat die klassishe Magnetkreisberehnung

auh heute noh ihre Berehtigung, beispielsweise für erste Abshätzungen einer neu-

en elektrishen Mashine oder um eine Auslegung zu erhalten, die als Startgeometrie

einer numerishen Optimierung dient.
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1 Der Cartershe Faktor

Bild 1 zeigt das Bild des Magnetfelds einer genuteten Struktur, die einer glatten Ober�ähe

gegenübersteht. Rehts daneben ist der Verlauf der Normalkomponente der Flussdihte

(rot) im Luftspalt sowie die gemittelte Flussdihte (blau) dargestellt. Der Einbruh unter

der Nut reduziert die gemittelte Luftspalt�ussdihte.
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Bild 1: Verlauf der Luftspalt�ussdihte unter einer genuteten Ober�ähe. Links: Feldbild einer

entsprehenden Versuhsanordnung. Die Erregerwiklung liegt in den groÿen Nuten beidseitig des

Luftspalts. Rehts: Normalkomponente der Flussdihte im Luftspalt unterhalb der Nuten.

F.W.Carter berehnete zu Beginn des 20. Jahrhunderts diese Feldverzerrung mittels kon-

former Abbildungen und leitete daraus einen Faktor ab, der, mit der geometrishen Luft-

spaltweite δ multipliziert, den magnetish wirksamen (ideellen) Luftspalt δi ergibt [1℄. Die-

ser führt bei einer �ktiven glatten Ober�ähe zur gleihen mittleren Luftspalt�ussdihte,

wie die ursprünglihe genutete Ober�ähe mit dem geometrishen Luftspalt. Der Umreh-

nungsfaktor wird in der Literatur als Cartersher Faktor bezeihnet. Er berehnet sih aus

der geometrishen Luftspaltweite δ, der Nutshlitzbreite bs und der Nutteilung τn.

Nah diesem Prinzip kann sowohl der Ein�uss der einseitigen Nutung, nur im Rotor bzw.

Stator, als auh der beidseitigen Nutung elektrisher Mashinen berüksihtigt werden.

Auh die Auswirkungen radialer Kühlkanäle oder axialer Polverkürzung bzw. -verlängerung

auf die mittlere Luftspalt�ussdihte können mit dem Cartershen Faktor ermittelt werden.

Die Nutshlitzbreite wird in diesen Fällen durh die axiale Weite der Kühlkanäle bzw. den

Betrag der Di�erenz von Anker- und Polbreite ersetzt. Anstelle der Nutteilung wird der

axiale Abstand der Kühlkanäle bzw. die axiale Länge von Erregerpol oder Anker verwendet,

vgl. [2℄, Tafel 5.2. Der Cartershe Faktor, bzw. das Produkt der vershiedenen Faktoren,

wird mit dem geometrishen Luftspalt multipliziert und ergibt so den magnetish wirksa-

men Luftspalt.
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Bei der Anwendung des Cartershen Faktors ist jedoh zu beahten, dass in den Lehrbü-

hern untershiedlihe De�nitionen verwendet werden. Rihter [3℄ berehnet ihn wie folgt:

kc =
τn

τn − γδ
mit γ ≈

(
bs

δ

)2

5 + bs

δ

für 1 <
bS

δ
< ∞ (1)

Nürnberg [4℄ gibt eine abweihende De�nition an. Im Gegensatz zu Rihter verwendet er

in seiner Formel die Nutshlitzbreite bs anstatt der geometrishen Luftspaltweite δ:

kc =
τn

τn − ybs

mit y ≈

bs

5δ + bs

(2)

Diese De�nition �ndet sih auh bei Vogt [2℄, der die Hilfsfunktion, die Nürnberg y nennt,

mit dem Formelzeihen γ bezeihnet. Vogts Bezeihnung entspriht somit der von Rihter

[3℄ gewählten, obwohl Vogts De�nition des Cartershen Faktors von dieser abweiht.

Zwishen Rihter und Nürnberg di�erieren auh die exakten Formeln der Funktion γ bzw.

y. Bei Rihter lautet diese:

γ =
4

π

[
bS

2δ
arctan bS/2δ − ln

√
1 + (bS/2δ)2

]
(3)

Nürnberg stellt die Formel um, indem er die Wurzelfunktion als Faktor

1

/2 aus dem Lo-

garithmus herauszieht. Der Grund für die Umformung dürfte die vereinfahte Berehnung

mit Rehenshieber und Logarithmentafel sein.

y =
2

π

[
arctan x −

ln (1 + x2)

2x

]
mit x =

bs

2δ
(4)

Shuisky [5℄ und Klamt [6℄ verwenden die De�nition nah Rihter. Beide begnügen sih

mit der Angabe eines Näherungswerts für die Funktion γ.

Die De�nition des Carterfaktors nah Binder [7℄ entspriht der von Rihter gewählten:

kc =
τn

τn − ζ(h)δ
mit h =

bs

δ
(5)

ζ(h) =
2

π

(
h arctan h/2 − ln

[
1 + (h/2)2

])
≈

h2

h + 5
(6)

Wie Nürnberg zieht er die Wurzel, die unter dem Logarithmus steht, als Faktor

1/2 vor

diesen. Davon abgesehen entspriht Binders Funktion ζ(h) der Hilfsfunktion γ nah Rihter.

Alle hier vorgestellten Formeln führen zum selben Ergebnis, solange jede De�nition des

Cartershen Faktors kc ausshlieÿlih mit der zugehörigen Hilfsfunktion γ, y oder ζ(h)
verwendet wird, also nur die Gleihungen (1) und (3) oder die Gleihungen (2) und (4)

bzw. die Gleihungen (5) und (6) miteinander kombiniert werden.
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2 Der magnetishe Kreis leerlaufender Mashinen

2.1 Die elektrish erregte Mashine

Die Nahrehnung des magnetishen Kreises einer elektrishen Mashine erfolgt übliher-

weise unter Anwendung des Durh�utungsgesetzes in seiner Integralform.

V◦ =

∮
H ds = Θ (7)

Die magnetishe Umlaufspannung V◦, bzw. die Summe der magnetishen Spannungsabfälle

in einer geshlossenen Mashe des magnetishen Kreises ist gleih dem Ringintegral über

der magnetishen Feldstärke H , das gleih der umshlossenen Durh�utung Θ ist.

Der magnetishe Kreis wird in Teilabshnitte zerlegt, die den einzelnen konstruktiven Ele-

menten der elektrishen Mashine entsprehen. Der magnetishe Spannungsabfall Vm längs

eines solhen Teilabshnitts mit der magnetish wirksamen Länge l beträgt:

Vm =

∫

l

H ds (8)

Übliherweise wird der magnetishe Spannungsabfall entlang der mittleren magnetishen

Feldlinie berehnet, die das Element durhdringt. Ist das Magnetfeld im betrahteten Be-

reih homogen, so kann die Integration durh die Multiplikation mit der Weglänge l ersetzt
werden, welhe die Feldlinie im betrahteten Element zurüklegt.
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Bild 2: Magnetisher

Kreis einer leerlaufen-

den elektrish erregten

Synhronmashine.

Für die Berehnung einer elektrish erregten Synhron- oder Gleihstrommashine werden

die folgenden Baugruppen betrahtet, die in Bild 2 für eine Synhronmashine dargestellt

sind: Erreger- bzw. Rotorjoh (j2), Polshenkel bzw. Polkern (p2), Anker- bzw. Statorzähne
(z1), Anker- bzw. Statorjoh (j1) und Luftspalt (δ). Polshuhe und Zahnköpfe werden hier

aufgrund ihrer vergleihsweise geringen wirksamen Länge für die Feldlinien vernahlässigt.
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2.1.1 Luftspalt

Die analytishe Berehnung der Polradspannung benötigt die Grundwellenamplitude B̂1

der Flussdihte B(x) im Luftspalt einer elektrishen Mashine. Für die hier beshriebe-

ne Bestimmung des Arbeitspunkts eines magnetishen Kreises interessiert jedoh die über

der Polbreite bp = αiτp gemittelte Flussdihte. Der Faktor αi bezeihnet hier den ideellen

Polbedekungsfaktor. Bei einer elektrishen Mashine mit Rehtekpolen, d.h. mit konstan-

ter Luftspaltweite über den Polshuhen, ergibt sih in guter Näherung eine rehtekförmige

Verteilung der Flussdihte. Diese nimmt über den Polshuhen den Wert Bmax an, wie in

Bild 3 skizziert.

Die Umrehnung der rehtekförmigen Verteilung in eine sinusförmige Grundwelle mit der

Amplitude B̂1 erfordert streng genommen eine Fourieranalyse. In erster Näherung kann

jedoh auh der folgende, stark vereinfahte Ansatz gewählt werden: Die über eine Pol-

teilung gemittelte Flussdihte besitzt den Wert Bm = αiBmax . Durh Multiplikation mit

dem Faktor

π/2 errehnet sih aus der rehtekförmigen Verteilung die Amplitude einer

�ähengleihen sinusförmigen Verteilung identisher Breite. Somit gilt in diesem Fall nä-

herungsweise für die Amplitude der Grundwelle:

B̂1 ≈

π

2
Bm =

π

2
αiBmax (9)

Ist der Luftspalt über den Polshuhen niht konstant, beispielsweise bei sogenannten Si-

nuspolen, muss für die Umrehnung der entsprehende Polformkoe�zient berüksihtigt

werden [2, 8℄.

τp

B (x)

α τpi

0

dq q

δB1Bmax

Bm

x

B_delta.fig
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Bild 3: Umrehnung der sinusförmi-

gen Luftspalt�ussdihte Bδ in eine �ä-

hengleihe rehtekförmige Verteilung

Bmax über einem Polshuh.

Die Umrehnung der Flussdihteverteilung kann heutzutage auh vergleihsweise einfah

numerish erfolgen. Die mittlere Flussdihte wird mittels numerisher Integration bzw.

Summation bestimmt [9℄. Eine diskrete Fouriertransformation (DFT) [10℄ oder shnelle

Fouriertransformation (FFT) [9℄ liefert neben der Grundwellenamplitude auh noh wei-

tere Oberwellen, die für die Auslegung der Mashine von Interesse sind. Für die dafür
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erforderlihe Berehnung der räumlihen Verteilung der Flussdihte im Luftspalt, wird die-

ser in mehrere Flussröhren aufgeteilt, die dem Verlauf der Feldlinien folgen. Die Ober�ähe

des Erregerpolshuhs und die �ktive glatte Ankerober�ähe, die aus der Anwendung des

Cartershen Faktors resultiert, werden als Äquipotential�ähen betrahtet. So kann die

Verteilung der Flussdihte punktweise ermittelt werden.

2.1.2 Berehnung des Magnetkreises

Um den magnetishen Kreis einer elektrish erregten Mashine zu berehnen, wird meist

die gewünshte Flussdihte im Luftspalt vorgegeben und die dazu erforderlihe Durh-

�utung der Erregerwiklung bestimmt. Hierzu wird der magnetishe Spannungsabfall in

den einzelnen Baugruppen der Mashine entlang der mittleren Feldlinie ermittelt. Aus

Symmetriegründen genügt es, nur einen halben Umlauf zu betrahten, von der Mitte des

Rotorjohs bis zur Mitte des Statorjohs. Die Berehnung des magnetishen Kreises erfolgt

in diesen Shritten:

1. Das angenommene homogene Magnetfeld mit der Flussdihte Bmax im Luftspalt über

den Polshuhen kann mit der ideellen Luftspalt�ähe eines Pols Aδ,i = li αiτp in den

mittleren Luftspalt�uss Φδ umgerehnet werden. Die ideelle (axiale) Luftspaltlänge

li berüksihtigt die Aufweitung des Luftspalts im Stirnbereih sowie eine möglihe

Polverlängerung oder -verkürzung. Mit der wirksamen Luftspaltweite, die neben dem

Cartershen Faktor auh ggf. die Polform berüksihtigt, kann nun der magnetishe

Leitwert des Luftspalts ermittelt werden. Dieser erlaubt die Berehnung des mittleren

magnetishen Spannungsabfalls Vδ über dem Luftspalt aus dem zuvor berehneten

gemittelten Luftspalt�uss.

2. Unter Vernahlässigung der Streuung durhquert der zuvor ermittelte Luftspalt�uss

Φδ einen Erregerpol und die Ankerzähne einer Polteilung τp. Die Johe in Stator und

Rotor werden jeweils vom halben Luftspalt�uss durhsetzt, da sih dieser auf zwei

parallele Zweige aufteilt.

3. Über die e�ektiven Quershnitts�ähen A⊥, die senkreht zu den Feldlinien durh die

jeweiligen Bauteile verläuft, werden die zugehörigen magnetishen Flussdihten be-

stimmt. Bei Bauteilen, die entlang der Feldlinien keine konstante Quershnitts�ähe

aufweisen, werden die Flussdihten B1, B2 und B3 an Anfang, Mitte und Ende des

Elements bestimmt.

4. Mit der Magnetisierungskurve H(B) des jeweiligen Bauteils wird die mittlere magne-

tishe Feldstärke H über diesem Element bestimmt. Aus der magnetish wirksamen

Länge l des Bauteils kann nun die magnetishe Spannung Vm = H l errehnet wer-
den, die über diesem abfällt. Ist der Quershnitt des Bauteils niht konstant, das

Magnetfeld also inhomogen, so wird die mittlere Feldstärke durh Anwendung der
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Simpsonshen Formel bzw. der Keplershen Fassregel abgeshätzt:

Vm =
1

6

(
H(B1) + 4H(B2) + H(B3)

)
(10)

5. Die Summe aller magnetishen Spannungsabfälle entlang der betrahteten Feldlinie

ergibt die Durh�utung Θ der Erregerwiklung, die erforderlih ist um die angenom-

mene Flussdihte im Luftspalt zu erzeugen.

Soll die zu einer vorgegebenen Erregerdurh�utung gehörende Luftspalt�ussdihte ermit-

telt werden, so muss die Berehnung des Arbeitspunkts iterativ erfolgen. Hierbei wird der

Luftspalt�uss nah jeder Berehnung entsprehend der Abweihung von errehneter und

vorhandener Durh�utung korrigiert. Als Startwert kann der Luftspalt�uss Φδ,0 = ΘΛδ an-

genommen werden, der sih einstellen würde, wenn die Erregerdurh�utung ausshlieÿlih

auf den Luftspalt wirken würde.

Ist die berehnete Durh�utungssumme gröÿer als die tatsählih vorhandene Erreger-

durh�utung, wird der Luftspalt�uss für die nähste Berehnung vermindert; ist sie kleiner,

wird er vergröÿert. Da es sih hier um ein nihtlineares System handelt, muss die Ände-

rung des Luftspalt�usses gedämpft erfolgen. Ansonsten kann sih ein stabiler Grenzzyklus

ausbilden, der um den tatsählihen Arbeitspunkt shwingt und niht konvergiert oder gar

divergiert.

Berehnungsvorshrift und Anpassung des Luftspalt�usses werden solange wiederholt, bis

die Summe aller magnetishen Spannungsabfälle der vorhandenen Erregerdurh�utung mit

hinreihender Genauigkeit entspriht. Diese Berehnung stellt eine (nihtlineare) Nullstel-

lensuhe dar. Die Summe aus magnetishen Spannungsabfällen und Erregerdurh�utung

ist im Arbeitspunkt des magnetishen Kreises Null. Das Vorgehen entspriht der Mashen-

stromanalyse eines elektrishen Netzwerks, die hier jedoh aufgrund der nihtlinearen Ma-

gnetisierungskurve iterativ erfolgen muss. Für die Umsetzung in Software bietet sih die

Anwendung numerisher Verfahren zur Nullstellensuhe einer reellen Funktion an, wie bei-

spielsweise das Zeroin-Verfahren [9℄.

2.1.3 Zahn- und Joh-Entlastung

Die Abshnitte, die das magnetishe Feld in den Luftwegen parallel zu Zahn und Joh

zurüklegt, kann durh die Parallelshaltung eines konstanten magnetishen Leitwerts Λe

zu dem magnetishen Leitwert Λfe eines solhen Zahn- oder Joh-Elements berüksihtigt

werden, wie in Bild 4 (links) dargestellt. Die entsprehenden Leitwerte können der Literatur

für die untershiedlihen Nut-, Zahn- und Polgeometrien entnommen werden [3, 8, 11, 4, 5℄.

Diese wurden teilweise empirish ermittelt, beispielsweise durh maÿstäblihe Nahbildung

der jeweiligen Geometrie aus Widerstandspapier oder aus dünner Metallfolie [5℄. Diese Me-

thode ist sozusagen der Vorläufer unserer heutigen numerishen Berehnung magnetisher

Felder.
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Bild 4: Zahn- und Johentlas-

tung: Berüksihtigung der paralle-

len Luftwege durh Sherung der

Magnetisierungskurve.

Die Parallelshaltung von Elementen des magnetishen Kreises ist jedoh bei Anwendung

der Mashenanalyse niht ohne weiteres möglih, sobald mindestens eines der parallel ge-

shalteten Elemente eine nihtlineare Magnetisierungskurve besitzt. Der magnetishe Ma-

shenstrom Φ teilt sih entsprehend der Leitwerte auf beide Elemente auf. Jedoh hängt

diese Aufteilung dann aufgrund der nihtlinearen Magnetisierungskurve vom Arbeitspunkt

dieses Elements ab.

Sinnvoller wäre dann die Vorgabe einer Potentialdi�erenz über die parallel geshalteten

Elemente. Dieser Ansatz führt jedoh zur Anwendung der Knotenpotentialanalyse, mit der

Konsequenz, dass die eine Gleihung der Mashenanalyse durh ein System (nihtlinearer)

Gleihungen ersetzt werden muss. Damit erhöht sih der Aufwand für die Ermittlung des

Arbeitspunkts drastish.

Die klassishe Berehnung arbeitet mit einem Ansatz, der in der Literatur als Zahn- bzw.

Joh-Entlastung bezeihnet wird. In einem ersten Shritt wird, wie zuvor beshrieben, aus

dem Fluss Φfe , der das Element durhsetzt und der wirksamen Quershnitts�ähe Afe , die

mittlere Flussdihte ermittelt, die in diesem Element herrsht. Diese Flussdihte wird als

sheinbare Flussdihte B′

fe bezeihnet:

B′

fe =
Φfe

Afe

(11)

Anshlieÿend muss der magnetishe Spannungsabfall Vfe über dem Element bestimmt wer-

den. Hierzu wird der Magnetisierungskurve die zur ermittelten sheinbaren Flussdihte B′

fe

gehörende magnetishe Feldstärke Hfe(B
′

fe) entnommen und mit der e�ektiven Länge lfe
des Elements multipliziert:

Vfe = Hfe lfe (12)

Dieser magnetishe Spannungsabfall liegt auh an dem parallel geshalteten magnetishen

Leitwert Λe an und treibt den magnetishen Fluss Φe durh diesen:

Φe = VfeΛe (13)

Der zum Zahn oder Johsegment parallel �ieÿende magnetishe Fluss wird näherungsweise

durh die Verminderung der Flussdihte im betrahteten Element berüksihtigt. Es ergibt
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sih somit die angenäherte Flussdihte Bfe in dem betrahteten Element:

Bfe = B′

fe −
Φe

Afe

(14)

Für die Vereinfahung der manuellen Berehnung fasst die klassishe Berehnung Parallel-

leitwert und Zahnquershnitt zum sogenannten Entlastungsfaktor zusammen und reduziert

die Anzahl der durhzuführenden Rehenshritte.

In Bild 4 (rehts) ist ein weiter Ansatz dargestellt, der niht auf einer Näherung basiert.

Aus der Magnetisierungskurve des nihtlinearen Zahn- oder Joh-Elements und dem par-

allel geshalteten konstanten Leitwert des Luftweges wird die resultierende Funktion Θ(Φ)
erzeugt, die den magnetishen Spannungsabfall über den beiden parallel geshalteten Ele-

menten, bzw. den Durh�utungsbedarf in Abhängigkeit von dem durh die Parallelshal-

tung �ieÿenden magnetishen Fluss darstellt.

Für die Ermittlung der Kennlinie werden der Magnetisierungskurve vershiedene Punkte

(Hi, Bi) entnommen. Die Feldstärke Hi wird mit der e�ektiven Länge lfe des Elements in

die magnetishe Spannung Vm,i = Hi lfe umgerehnet. Da diese auh an dem parallel ge-

shalteten Leitwert Λe anliegt, kann nun der Parallel�uss Φe,i = Λe Vm,i berehnet werden.

Aus der Flussdihte Bi wird mit der e�ektiven Quershnitts�ähe Afe des Elements der ma-

gnetishe Fluss Φfe = Bi Afe durh dieses ermittelt. Der Gesamt�uss Φi = Φfe,i +Φe,i durh

die Parallelshaltung ist somit die Summe der beiden Teil�üsse. Nun liegt der entsprehen-

de Punkt (Φi, Vm,i) der gesuhten Kurve fest. Dieses Vorgehen ist in Bild 5 dargestellt. Es

wird in der Literatur auh als Sherung der Magnetisierungskurve bezeihnet.
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Bild 5: Die Umkehrfunktion H(B) ei-
ner Magnetisierungskurve (dünne hell-

grüne Linie) wird mit der blauen Ar-

beitsgeraden des konstanten magne-

tishen Leitwerts des parallelen Luft-

wegs geshert. Es ergibt sih die rote

Kurve.
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Ist die Magnetisierungskurve des betrahteten weihmagnetishen Werksto�s als H(B)-
Kurve in Form kubisher Splines hinterlegt, kann die benötigte Θ(Φ)-Kennlinie sehr einfah
durh Vershiebung und Skalierung der x-Koordinaten und durh eine Skalierung der y-

Koordinaten der Stützstellen erzeugt werden. Hierbei ist jedoh zu beahten, dass die

restlihen drei Koe�zienten-Sätze der kubishen Splinepolynome ebenfalls transformiert

werden müssen. Dazu werden die Koe�zienten mit zwei Korrekturfaktoren multipliziert.

Der erste Faktor kompensiert die Dehnung bzw. Stauhung der Intervalle auf der x-Ahse

sowie die Skalierung der x-Koordinaten. Dieser Faktor muss entsprehend der Ordnung

des jeweiligen Koe�zienten potenziert werden. Die Skalierung der y-Koordinaten erfolgt

durh Multiplikation der Koe�zienten mit dem entsprehenden Faktor. Dieser wird niht

potenziert.

2.2 Die permanentmagnetish erregte Mashine

Magnetkreis_pm.fig
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Bild 6: Magnetisher

Kreis einer leerlaufen-

den permanentmagne-

tish erregten Mashi-

ne.

Der magnetishe Kreis einer permanentmagnetish erregten Mashine kann auf die selbe

Art und Weise berehnet werden wie der einer elektrish erregten Mashine. Hierzu wird

der Permanentmagnet durh den magnetish wirksamen Luftspalt δpm und die elektrishe

Ersatzdurh�utung Θpm ersetzt, wie in [12℄ erläutert. Mit der Remanenz�ussdihte Br,

der relativen Permeabilität µpm und der geometrishen Höhe hpm des Permanentmagnets

ergibt sih für einen Ober�ähenmagnet:

δpm =
hpm

µpm

(15)

Θpm = Br

hpm

µ0µpm

(16)

Für die Berehnung ist zu beahten, dass die magnetish wirksame Polbreite eines Ober-

�ähenmagnets bei der hier vorgestellten Berehnungsmethode aufgrund der Streuung an
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den Polkanten geringer ist als dessen geometrishe Breite. Bei der Verwendung einzelner

Permanentmagnet-Segmente kann eine Reduzierung der Polbreite um die halbe Magnethö-

he als erster Anhaltspunkt angesetzt werden. Bei radial mehrpolig magnetisierten Ringen

liegt die Verminderung der Polbreite in der Gröÿenordnung der Wandstärke des Rings.

Mit der magnetish wirksamen Polbreite bpm kann nun der ideelle Polbedekungsfaktor

αi = bpm/τp bestimmt werden. Die weiteren Berehnungsshritte des magnetishen Krei-

ses entsprehen nun denen der elektrish erregten Mashine. Jedoh muss die Berehnung

iterativ erfolgen, indem der angenommene magnetishe Fluss in der betrahteten Mashe

variiert wird. Im Arbeitspunkt ist die Summe der magnetishen Spannungsabfälle über

Luftspalt, Zähnen, Rotor-, Statorjoh und dem Permanentmagnet gleih der Ersatzdurh-

�utung des Permanentmagnets.

Ist der magnetishe Fluss im Arbeitspunkt bestimmt, kann aus diesem die Flussdihte im

Luftspalt bestimmt werden und daraus, wie bei der elektrish erregten Synhronmashine,

die Grundwellenamplitude, die für die Berehnung der Polradspannung benötigt wird.

2.3 Die Mashine mit vergrabenen Magneten

Die Berehnung des magnetishen Kreises einer permanentmagnetish erregten Mashine,

deren Magnete in Tashen im Rotorjoh angeordnet sind, sog. vergrabene Magnete, ähnelt

der Vorgehensweise bei der Mashine mit Ober�ähenmagneten. Der magnetishe Fluss

Φpm , der einen der Dauermagnete durhdringt, wird vorgegeben und iterativ dem Arbeits-

punkt angenähert. Für die Ermittlung des Luftspalt�usses muss jedoh der magnetishe

Streu�uss Φs ermittelt werden, der über die Streustege �ieÿt, welhe die Polshuhe ver-

binden. Der zu ermittelnde Streu�uss überquert den Luftspalt niht und hat somit keinen

Ein�uss auf die Polradspannung der Mashine. Als Polshuh wird hier der Teil des Rotor-

johs bezeihnet, der sih zwishen Magnet und Luftspalt be�ndet. Der Polshuh bildet

gemeinsam mit dem Rotorjoh und den beiden Streustegen die Tashe, in welher der

Magnet angeordnet ist.

Für die Berehnung wird die mittlere Weite der Feldlinien ws in einem Streusteg, die ei-

nem Magnet zugeordnet werden kann und die mittlere Quershnitts�ähe As des Stegs

abgeshätzt. Der Ein�uss der radial verlaufenden Stege, welhe die Streustege mit dem

Rotorjoh verbinden, kann im Leerlauf vernahlässigt werden, da sih diese radial angeord-

neten Stege in der Symmetrieahse des magnetishen Kreises zwishen zwei benahbarten

Polen be�nden und die somit auf einer Äquipotentiallinie liegen.

Die Ober�ähen von Rotorjoh und Polshuhen, an welhe die Magnete angrenzen, kön-

nen als Äquipotential�ähen angesehen werden. Diese Bereihe sind übliherweise niht

gesättigt, da die Remanenz�ussdihte der Magnetwerksto�e in der Regel unter der Sätti-

gungs�ussdihte von Elektrobleh liegt. Somit liegt über den Streustegen in guter Näherung

die selbe magnetishe Spannung Vpm , wie über dem Magnet. Diese berehnet sih aus der

Di�erenz der Ersatzdurh�utung des Magnets Θpm und dem magnetishen Spannungsabfall

14. März 2017 11
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Magnetkreis_pm_vergr_Magnete.fig
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Bild 7: Magnetisher

Kreis einer leerlaufen-

den permanentmagne-

tish erregten Mashi-

ne mit vergrabenen Ma-

gneten.

über dem Ersatzleitwert Λpm des Magnets:

Vpm = Θpm −
Φpm

Λpm

mit (17)

Θpm = Br
hpm

µ0µpm

und (18)

Λpm = µ0µpm
Apm

hpm

(19)

Über die für einen Pol wirksame magnetishe Weite ws eines Streustegs und der an ihm

anliegenden magnetishen Spannung Vpm kann die magnetishe Feldstärke Hs über dem

Streusteg berehnet werden:

Hs =
Vpm

ws

(20)

Aus der Magnetisierungskurve des verwendeten Elektroblehs wird nun die zugehörige

mittlere Flussdihte Bs im Streusteg ermittelt, mit welher der magnetishe Streu�uss Φs

durh Multiplikation mit der mittleren Quershnitts�ähe As des Stegs berehnet werden

kann:

Φs = BsAs (21)

Der Luftspalt�uss Φδ ist nun der Fluss durh den Magnet Φpm , abzüglih der Streu�üsse

Φs durh die beiden Stege, die den Polshuh über dem betrahteten Magnet �xieren:

Φδ = Φpm − 2Φs (22)

Die weitere Berehnung des magnetishen Kreises entspriht nun der Berehnung einer

elektrish erregten Mashine, wie in Abshnitt 2.1 besprohen.
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2.4 Ersatzshaltbild einer Synhron- oder EC-Mashine

Ist die Flussdihte im Luftspalt einer Synhron- oder EC-Mashine bzw. eines BLDC-

Motors bekannt, kann die Polradspannung der Mashine berehnet werden. Für diese so-

wie für die Berehnung der Induktivitäten und Wiklungswiderstände stellt die klassishe

Berehnung elektrisher Mashinen geeignete Formeln bereit. Somit können nun sämtlihe

Elemente des Ersatzshaltbilds der Synhron- bzw. BLDC-oder EC-Mashine gemäÿ Bild 8

bestimmt werden.

PU

Xh

iU

X1,σ

1U

1I R1

SM_ESB_lin.fig

~
Bild 8: Ersatzshaltbild der ungesättigten per-

manentmagnetish erregten Synhronmashine.

Dieses Ersatzshaltbild gilt jedoh nur für ungesättigte Mashinen, da die Spannung Ui,

welhe der Luftspalt�uss in der Statorwiklung induziert, in zwei �ktive und sheinbar

unabhängige Spannungen aufgeteilt wird: die Polradspannung Up, die ausshlieÿlih vom

Erregerfeld in der Ankerwiklung induziert wird und die Ankerrükwirkung Xh I1. Bei einer

gesättigten Mashine kann das Luftspaltfeld in der Mashine aufgrund der nihtlinearen

Magnetisierungskurve niht als Überlagerung zweier unabhängiger Teilfelder betrahtet

werden. Der Überlagerungssatz gilt in diesem Fall niht!

3 Ankerrükwirkung � der magnetishe Kreis belasteter

elektrisher Mashinen

Für die Berehnung des magnetishen Kreises einer belasteten elektrishen Mashine wird

die Ankerdurh�utung vektoriell in zwei Komponenten zerlegt. Die Ahsen dieser Zerlegung

werden durh die Lage des Erregersystems zum Anker im betrahteten Zeitpunkt vorge-

geben. Die Längsahse des Erregers, in welher die Erregerdurh�utung wirkt, wird als

d-Ahse (engl.: diret axis) bezeihnet. Die dazu (elektrish) senkreht stehende Querahse

ist die q-Ahse (engl.: quadrature axis).

Diese Aufteilung auf zwei magnetish unabhängige Ahsen und die daraus resultierende

Zerlegung des magnetishen Kreises in zwei unabhängige Mashen, ist im genuteten Anker

zulässig, wenn dieser über eine ausreihend groÿe Anzahl von Zähnen verfügt und der

magnetishe Kreis der Mashine ungesättigt ist. Prinzipiell würden zwei Zähne pro Pol für

eine solhe Zerlegung ausreihen. Da sih jedoh d- oder q-Ahse auh zeitweise unter einer

Nut be�nden können, so dass die in dieser Ahse wirkende Durh�utung auf die beiden,

die Nut �ankierenden Zähne aufgeteilt wird, sollten mindestens drei Zähne pro Polteilung

vorhanden sein.
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3.1 Magnetish symmetrishe Mashinen

Der magnetishe Kreis einer belasteten elektrishen Mashine mit magnetish sym-

metrishem Aufbau, wie Vollpol-Synhronmashinen oder permanentmagnetish erregte

Synhron- bzw. EC- oder BLDC-Mashinen mit Ober�ähenmagneten, kann noh ver-

gleihsweise einfah berehnet werden. Bild 9 zeigt den magnetishen Kreis einer entspre-

henden Mashine.

Ankerrueckwirkung_sym.fig
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Bild 9: Der magneti-

sher Kreis einer belas-

teten elektrishen Ma-

shine mit Ober�ähen-

magneten.

Es ergeben sih zwei Mashen, eine in der d-Ahse und die zweite in der q-Ahse der

Mashine. Diese sind über die Johe von Stator und Rotor miteinander gekoppelt. Nur wenn

diese Johabshnitte magnetish ungesättigt sind, können die beiden Mashen unabhängig

voneinander betrahtet werden.

In der Literatur erfolgt die analytishe Berehnung des magnetishen Kreises einer be-

lasteten elektrishen Mashine oftmals über die sog. Übertrittskennlinie. Diese fasst den

magnetish wirksamen Luftspalt und die Eisenwege zu einer gesherten Magnetisierungs-

kurve zusammen und stellt so den Zusammenhang zwishen der Ankerdurh�utung in d-

und q-Ahse, Erregerdurh�utung und Luftspalt�uss bzw. Luftspalt�ussdihte her.

3.2 Magnetish unsymmetrishe Mashinen

Elektrishe Mashinen mit magnetish unsymmetrishem Aufbau, der sogenannten mag-

netishen Einahsigkeit, weisen untershiedlihe magnetishe Leitwerte in d- und q-Ahse

der Mashine auf. In Anlehnung an die Shenkelpol-Synhronmashine wird diese Eigen-

shaft auh als Shenkligkeit bezeihnet. Auh Mashinen mit vergrabenen Magneten sind

magnetish unsymmetrish und zeigen das Verhalten einer Shenkelpolmashine.
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Bei einer solhen Mashine ist eine getrennte Betrahtung von d- und q-Ahse aufgrund

der untershiedlihen magnetish wirksamen Luftspalte notwendig. Bild 10 zeigt den ma-

gnetishen Kreis einer entsprehenden EC-Mashine mit vergrabenen Magneten. Hier sind

d- und q-Mashe über Ankerjoh und Erregerpolshuh miteinander gekoppelt.

Ankerrueckwirkung_vergr_Mag.fig
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Bild 10: Der magne-

tishe Kreis einer be-

lasteten elektrishen Ma-

shine mit Ober�ähen-

magneten. Aus Grün-

den der Darstellung wur-

den die Polshuhe in

drei konzentrierte Ele-

mente Λp2 zerlegt. Die-

se Elemente sind jedoh

niht unabhängig von-

einander, da sie die selbe

Permeabilität µr aufwei-

sen.

Da die Polshuhe in der q-Ahse meist aus konstruktiven Gründen eine geringere Quer-

shnitts�ähe aufweisen als in der d-Ahse, können diese durh das Ankerquerfeld, bzw.

durh die Ankerdurh�utung in der Querahse gesättigt werden. Diese Sättigung beein�usst

dann auh das Erregerfeld, bzw. sorgt sie für einen erhöhten magnetishen Spannungsabfall

in der d-Ahse, so dass weniger Durh�utung für die Magnetisierung des Luftspalts zur Ver-

fügung steht. Darüber hinaus kann eine Entsättigung der Streustege zwishen Polshuh und

Rotorjoh erfolgen, welhe zu einer verzerrten räumlihen Verteilung der Erregerdurh�u-

tung im Luftspalt führen kann. Können diese E�ekte bei der Berehnung des magnetishen

Kreises niht mehr vernahlässigt werden, steigt der Aufwand der analytishen Rehnung

erheblih.

4 Grenzen der analytishen Magnetkreisberehnung

Die analytishe Berehnung eines magnetishen Kreises ermögliht es, den mittleren Durh-

�utungsbedarf der einzelnen Abshnitte des magnetishen Kreises einer elektrishen Ma-

shine, wie Zähne und Johe shnell und vergleihsweise einfah zu ermitteln. Eine lokale

Sättigung, beispielsweise in den Zahnköpfen, kann jedoh auf diesem Wege niht direkt

erkannt werden.

Die analytishe Berehnung erfolgt in der Regel nur in einer Dimension. Es wird lediglih

eine einzige Mashe des magnetishen Kreises betrahtet oder zwei entkoppelte und damit
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unabhängige Mashen in d- und q-Ahse. So wird der Berehnungsaufwand in einem ver-

tretbaren Rahmen gehalten. Die Betrahtung von Mashen, die über gesättigte Elemente

gekoppelt sind, ist bei diesem Vorgehen mit gröÿeren Fehlern behaftet.

E�ekte wie das Nutrasten sind grundsätzlih nur sehr shwer zu berehnen, da bereits

geringe Änderungen der magnetishen Energie im Luftspalt zu groÿen Änderungen des

Drehmoments führen. Insbesondere haben auh lokale Sättigungse�ekte, die hier vernah-

lässigt wurden, groÿen Ein�uss auf das Rastmoment. Diese können in der analytishen

Rehnung nur mit groÿem Aufwand behandelt werden.

Die Zerlegung der Ankerdurh�utung in unabhängige Durh�utungen längs der d- und q-

Ahse ist nur dann sinnvoll möglih, wenn die Mashine eine ausreihend hohe Anzahl von

Zähnen pro Pol besitzt und die konstruktiven Elemente wie Johe und Polshuhe, welhe

die beiden Ahsen miteinander koppeln, ungesättigt sind. Bei der üblihen Ausführung von

Rotoren mit vergrabenen Magneten werden die Polshuhe häu�g durh das Ankerquerfeld

gesättigt, so dass sih d- und q-Ahse gegenseitig beein�ussen.

5 Fazit und Ausblik

Die analytishe Berehnung magnetisher Kreise ermögliht eine shnelle und vergleihs-

weise einfahe Optimierung des magnetishen Kreises einer elektrishen Mashine. Diese

Rehnung kann als guter Ausgangswert für die numerishe Optimierung oder detaillierte

Nahrehnung einer belasteten Mashine verwendet werden.

Auh dreidimensionale E�ekte, wie beispielsweise Wikelkopfstreuung, Polverlängerung

bzw. -verkürzung im Stirnbereih einer elektrishen Mashine oder Klauenpolgeometrien,

können in der analytishen Rehnung vergleihsweise einfah berüksihtigt werden. Bei

einer zweidimensionalen numerishen Feldberehnung rufen solhe E�ekte einen groÿen

zusätzlihen Aufwand hervor oder erzwingen gar eine dreidimensionale Rehnung mit ent-

sprehend hohen Anforderungen an Modellierung und Rehenleistung.

Durh die Kombination von analytisher und numerisher Rehnung kann der Zeitbedarf

für die Optimierung einer elektrishen Mashine deutlih reduziert werden. Erfolgt eine

erste Optimierung der auszulegenden Mashine bereits auf Basis der analytishen Reh-

nung, kann die anshlieÿende numerishe Rehnung mit höherer Genauigkeit erfolgen. Es

sind nur noh vergleihsweise wenige Iterationen erforderlih, da der Startwert der nume-

rishen Rehnung bereits reht nah am Optimum liegt. So sinkt auh die Gefahr, dass die

numerishe Optimierung in einem lokalen Extremum konvergiert, anstatt das gewünshte

globale Optimum zu �nden.

Der Einsatz numerisher Methoden kann die Anwendung der analytishen Rehnung ver-

einfahen und verbessern. So lässt sih beispielsweise die aufwändige Iteration durh ei-

ne nihtlineare Nullstellensuhe ersetzen. Die Magnetisierungskurven können durh eine
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Spline-Interpolation dargestellt werden, so dass keine Sprünge in Funktionswert und Stei-

gung (Permeabilität) entstehen, welhe zu Problemen bei der numerishen Nullstellensuhe

führen können. Permanentmagnet und Luftspalt können in mehrere parallele magnetishe

Abshnittsleitwerte zerlegt werden, so dass auh die räumlihe Verteilung der Flussdihte

im Luftspalt ermittelt werden kann. Durh Anwendung numerisher Verfahren, wie In-

tegration und diskrete Fouriertransformation, können anshlieÿend gemittelte Flussdihte

und Grundwellenamplitude shnell und präzise ermittelt werden. Die Kopplung von d- und

q-Ahse über Elemente mit nihtlinearer Magnetisierungskurve kann durh den Übergang

auf ein Reluktanznetzwerk berüksihtigt werden.

Auh über hundert Jahre nahdem die Grundlagen der analytishen Berehnung elektri-

sher Mashinen gesha�en wurden, kann diese auh heute noh sinnvoll und nutzbrin-

gend eingesetzt werden. Sie ersetzt die aktuellen Methoden der numerishen Berehnung

magnetisher Felder niht, sondern ergänzt diese um eine shnelle Abshätzung bzw. Vor-

Optimierung.
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